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Abstract

Let F be a commutative formal group over a field K of characte-
ristic zero. We give the explicit expressions of the endomorphisms which
determinate the action of the formal group additive or moltiplicative over
the K-algebra A = K|[[X]], where X = (X, X2,..., Xyu) 1s a finite num-
ber of indeterminates.

Riassunto

Sia F un gruppo formale commutativo di dimensione finita su un
campo K di caratteristica zero. Si forniscono le espressioni esplicite degh
endomorfismi che esprimono I'azione del gruppo formale F sulla K-
algebra A = K[[X]], essendo X = (X, X2,..., X;;y) un numero finito
di indeterminate.

Introduzione,

Sia K un campo e sia F = (F(X,Y), (X)Y), ..., F,(X|
Y)), con X = (X, X5,..., X)), Y=, Y2 ..., Y,) un gruppo

(*) Lavoro eseguito con il contributo dei fondi M.U.R.S.T. del 60%.
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formale n-dimensionale su K. Se A & una K-algebra commuta-
tiva allora un’azione del gruppo formale F su A ¢ un morfismo
di K-algebre D : A — A[[X), X5, ..., X,]] = A[[X]] tale che
D(a) = amod(X) per ogni a € A e FyoD = DyoD, dove i mor-
fismi di K-algebre F, : A[[X]] — A[[X,Y]] e Dy : A[[X]] —

A[[X, Y]] sono dati da: e Dy (ZGQX") = ZD(G&:)Y“- ([61,

[7D).

Sia Derg(A) il modulo delle K-derivazioni di A in se stes-
SO.

In [5] sono state studiate le derivazioni di Derg(A) integra-
bili, ossia le derivazioni che possono essere sollevate a differen-
ziazioni di A.

Inoltre una derivazione & detta fortemente integrabile (secon-
do Matsumura) quando pud essere sollevata ad una differenzia-
zione iterativa di A. Poiché una differenziazione iterativa di A

-

altro non & che un’azione del gruppo formale additivo F, di di-
mensione 1 su A, & naturale studiare in termini di differenzia-
zioni le azioni di gruppi formali di dimensione finita n.

Poiché tali gruppi formali non sono classificati a meno di
isomorfismi, come accade invece per i gruppi formali di dimen-
sione 1 ([4]), & gia interessante stabilire risultati per alcune classi
di gruppi formali, almeno il gruppo formale additivo di dimen-
sione n o per il moltiplicativo.

E noto che la nozione di derivazione F-invariante, che gioca
un ruolo cruciale nella definizione dell’azione dell’algebra di Lie
L(F) su Derg(A), & definita in termini di applicazioni di K[[X]]
in se stesso.

Nel presente lavoro si affronta il problema per i gruppi for-
mali n-dimensionali F, ed F,,.

Precisamente dopo aver dato le definizioni fondamentali di
gruppo formale e di azione di un gruppo formale n-dimensionale
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F, si definiscono gli omomorfismi d, : K[[X]] — K[[X]], « €
N" tali che per ogni serie formale g(X) € K[[X]], si abbia
g(FX, Y)) = Zda(g(X))Y“. Si calcolano le loro espressioni

esplicite nel caso in cui F =F, e F =F,,, provando che in tali

casi d = {dy}qen» € un’azione del gruppo formale F, o F, sulla
K -algebra A = K[[X]].

1. Tutti gli anelli sono commutativi unitari, non necessaria-
mente noetheriani.

Sia K un campo di caratteristica zero.

Siano X = (X, X5,....X,), Y= ({,Y,, ..., Y,) due n-
uple di indeterminate e sia K[[X, Y]] I"anello delle serie formali
di potenze nelle 2n indeterminate X, Y. Si ha la seguente:

DEFINIZIONE 1. Si definisce gruppo formale di dimensione
n su K una n-upla

FX,Y)=(FXY), LhXY),..., FXY))

di serie formali di potenze F;(X,Y) € K[[X, Y]], | <i <n, tali
che

(i) FIX,0)=X, F;(0,LY)=Y
(ii) F;(FX,Y),Z)=F,(X,F(Y,Z)), Z(Z,, Z,..., Z,)
(iii) F(X,Y) = F(Y,X)

ESEMPIO |. F, =F,(X,Y) = X+ Y, detto gruppo formale
additivo;

F, = F,X,Y) = X+ Y+ XY, detto gruppo formale
moltiplicativo.

Sia Y = (Y, Y, ..., Y,). Si denotera con Y* il monomio
Yyt ... X0, essendo o= (i, 0 - o - ) € N".
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Poniamo
Y =1

Yarly. v y0ay,
Y= 1Y o X XD =X,

Se y = (1, V2, Vu) € @ = (0,0, ...,0,), il simbolo (y)
o

indica il prodotto dei coefficienti binomiali:

(=)

e al =ala! ..., a,!

Ancora poniamo

aial geitert.tay

Y« R oD SRR )

DEFINIZIONE 2. Sia F un gruppo formale di dimensione n
ed A una K-algebra. Si definisce azione del gruppo formale
F su A un morfismo di K-algebre D : A — A[[X]] tale che
D(a) = Y Du(a)-X% a€ A, allora Dy=ids ¢ Yo, p & N"

(1) Y D, (@F(X,Y) = > D, o Dy(@)X"Y”.
K aff
Noi scriveremo sempre D = {D,}sen» dove Yo € N",
D, : A — A ¢ un endomorfismo additivo di A e per definizione
Di...00 = Do = idy

DEFINIZIONE 3. Sia A una K -algebra. Una differenziazione
n-dimensionale D (o una derivazione alta infinita di dimensione
n su A) é un insieme di applicazioni lineari D = {Dgy}qen» tali
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che Dy =idy e D,(ab)= Y  D,(a)Dy(b) per ogni a,be A
at+p=y
e Yu, B € N".

DEFINIZIONE 4. Una differenziazione D ¢ detta F,-iterativa
ser

o+
D, o Dg = ( ﬁ) Dy.p, Va, B € N".
o

DEFINIZIONE 5. Una differenziazione D ¢é detta F,,-iterativa

ser

a+p
Y o "
Dgopﬁzz(a)(wrﬁ_y)py. Ya, € N".

y=«a

DEFINIZIONE 6. Sia F = F(X,Y) un gruppo formale di
dimensione n su K. Allora per ogni g(X) € KI[[X]] restano
definite le applicazioni d, : K[[X]] — K[[X]], @ € N", tali che:

gFX,Y) =) da(gXNY* =) ha(X)Y"

az0 a=0

Se il gruppo formale & di dimensione 1, posto F|(X,,Y;) =
F(X,Y), ¢ = () = @ risulta dio,) = d,,, @; € N. Essendo ¢;
un indice che varia in N, d’ora in avanti lo indicheremo con i
e la definzione 6 diventa

DEFINIZIONE 6’ Sia F = F(X,Y) un gruppo formale di
dimensione 1 su K e sia g(X) € K[[X]]. Siano d; : K[[X]] —
K[[X]], i € N, le applicazioni date da:

gF(X,Y)) =) di(gX)Y = h(X)Y'
i=0

i=0
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PROPOSIZIONE 1. Sia F =F, il gruppo formale additivo di
dimensione n su un campo K di caratteristica zero. Allora per

ogni g(X) € K[[X]] risulta:

oF, ) lg(X)

1
do(g(X)) = — ( =

a! \ 0Y Jy_o

Dimostrazione. Sia
H
gX) = ZQGX“ =ay+ Zc;,-X" -+ au_,}.____lezﬁ-
a=0 f=]

+ag0..0X1 X2+ ...
1 gl

8F,) = g(Fu)ly=o + Z L ay=

a=0

8F) | ly=0Y"+ ...

dF; :
Poiche Vi, —= =1, risulta:
Y,

alal a}orl
F,)i= F,) =
gy /o) aveare . are 80

. BMetly B, . iF) aF, \“
T A(F)MA(Fy)® .. d(F,) \ 9Y

Infine otteniamo

|ex| le|

aF, \*
——8(F)|y=0 = X -
9Ya 8(Fo)ly=0 X 8( )( 7Y )
COROLLARIO 1. Sia F = F, il gruppo formale additivo di

dimensione n su un campo K di caratteristica zero. Allora per
ogni g(X) € K[[X]] risulta:

1 allg(X
do(g(X)) = ;%()
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dF,
Dimostrazione. Ovvia, poiche a3y = 1.
C

PROPOSIZIONE 2. Sia F = F,, il gruppo formale moltipli-
cativo di dimensione n su un campo K di caratteristica zero.
Allora per ogni g(X) € K[[X]] risulta:

dF,, ) a'*1g(X)

1
de(8(X)) = P ( Y

Dimostrazione. Sia

gX) = ZaaX“ =ap+ Zafxi +apo...0Xi+

a=0 i=1

+ag.a0..0X1X2+...

1 alcxl
F,.) = g(Fn)ly= — ——o(F,)ly=0Y® + ...
g(Fn) = g(Fn)ly u+§a! Sy 8 En)lv=oY* +
Poiche
alal alcrr
’Fn - & rm o Fm _—
aye 8Fn) = Gyegyer gy 8
(B By oy B F, \*
CA(F,)M(Fy, ) .. d(F,)* \ Y
otteniamo

gl gl aF,, \“
Fo)ly=o = X
Ty EFndlv—o = =gl )( =~ )

COROLLARIO 2. Sia F = F,, il gruppo formale additivo di

dimensione n su un campo K di caratteristica zero. Allora per
ogni g(X) € K([X]] risulta:

1 3"g(X)

dﬂ(g(x)) == '&T axa
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.)FHI
Dimostrazione. Ovvia poiche ('JY =1+X.
(8

Osservazione 1. Sia nel caso in cui F = F, o F = F,, dette
formule si ricavano facilmente dal calcolo effettivo di g(F (X,

Y)) 3]

TEOREMA 1. Sia A = K[[X]], D : K[[X]] = K[[X]] un
morfismo di K -algebre tale che

D(g(X)) = Y Dy (g(X)Y", g(X) € K[[X]].

Allora, per ogni « € N", si ha

1 gl
1. Se Dy = dy = — -

o!
formale additivo F, sulla K-algebra A = K[[X]].

allora D ¢ un’azione del gruppo

er|

I
2.8 D, = d, = —'(1 + X)"ua—k-a— allora D & un’azione
del gruppo formale moltiplicativo F,, sulla K-algebra A =
K[[X]].

Dimostrazione. E sufficiente verificare che d = {d,}qen- €
una differenziazione F-iterativa.
Se F =F,, per la definizione 4 occorre verificare che dy =

idy, e che
(1) dyody = (“Jrﬁ)dﬂ,_.ﬁ. @, BeN"
o

e se F=F,, per la definizione 5 occorre verificare che dy = id,
e che

a+p
B T T

y=a
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La prova di (1) e facile. Per quanto riguarda la (2), osser-
vando che:

lee|
a—(l+X)‘° . a!l(1+ X)), ('0 =0sep < «,
X« o o

si ha:

dyodg = Iij(I+ X)“ Z( )GXY( +X)ﬂaX_"—YW

1 & (e gla+b—v!
= g1 ( )(ﬁ)y!(] +X}u+ﬂ—yTﬁ—'
a!f! = \r/ \y X v

Posto o + 8 — ¥y = p, avremo [ asserto.

Non & difficile estendere tali risultati al caso n-dimensionale.
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